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УЗАГАЛЬНЕНА МОДЕЛЬ ОПТИМАЛЬНОГО ПЛАНУВАННЯ ПРИБУТКУ ПРИ 
РОЗШИРЕННІ ВИРОБНИЦТВА
В работе рассматривается математическая модель задачи оптимального планирования 
периодического использования прибылей на расширение производственных мощностей с 
целью получения максимума общей прибыли за весь запланированный период и нахождение 
оптимального плана методом динамического программирования в общем виде. Полученные 
расчетные формулы позволяют достаточно легко находить оптимальный план для любых 
значений параметров задачи без применения динамического программирования.
В роботі розглядається математична модель задачі оптимального планування 
періодичного використання прибутків на розширення виробничих потужностей з метою 
отримання максимуму загального прибутку за весь запланований період і знаходження 
оптимального плану методом динамічного програмування у загальному вигляді. Отримані 
розрахункові формули дозволяють досить легко знаходити оптимальний план для будь-яких 
значень параметрів задачі без застосування динамічного програмування.
Вступ
Широке використання обчислювальної техніки, як засобу автоматизації інтелектуальної 
діяльності людини, дозволяє якісно підвищити процедуру прийняття рішень в різних областях 
виробничої діяльності.
В умовах подальшого розвитку економіки значно зростає актуальність задач оптимального 
планування розподілу ресурсів з метою підвищення ефективності діяльності підприємств, 
зокрема оптимального використання прибутку для розширення виробничих потужностей 
підприємств.
Сформулюємо типову задачу планового розширення площі посівів аграрного підприємства 
на розрахунковий період тривалістю m наступних років з метою отримання максимального 
загального прибутку за всі m років, маючи для цього S коштів на початку першого року. На 
розширення 1 га посівної площі витрачається коштів s, а прибуток з 1 га в кінці року становить 
с. На початку першого року розрахункового періоду з m років всі кошти S вкладаються в 
розширення посівної площі, а в кожному наступному році частка х від загального прибутку 
попереднього року витрачається на розширення посівної площі в наступному році. В роботі 
[1, 2] наведена подібна задача, в якій знаходять оптимальний план щорічного використання 
прибутків для розширення виробничої бази в наступних роках за заданий розрахунковий 
період з конкретними числовими значеннями заданих параметрів, але вона не дає можливості 
дослідити вплив змін цих параметрів на оптимальний план. Тому в даній роботі розглядається 
узагальнена модель цієї задачі для дослідження впливу зміни значень заданих параметрів на 
оптимальний план використання частки щорічних прибутків для розширення виробничої бази 
підприємств.
Основна частина
 Для дослідження поставленої задачі запишемо у загальному вигляді основні розрахункові 
формули для обчислення площі посівів і прибутків кожного року. В кінці 
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ɤɨɠɧɨɝɨ i-ɝɨ ɪɨɤɭ ɨɞɧɚ ɱɚɫɬɢɧɚ ɡɚɝɚɥɶɧɨɝɨ ɩɪɢɛɭɬɤɭ ɜɢɬɪɚɱɚɽɬɶɫɹ ɧɚ ɪɨɡɲɢɪɟɧɧɹ ɩɨɫɿɜɿɜ ɭ
ɧɚɫɬɭɩɧɨɦɭ (ɿ+1)-ɦɭ ɪɨɰɿ ɧɚ ɜɟɥɢɱɢɧɭ:
ii
ii
1i xgs
xcgg E  '  ,                             (1) 
ɚ ɞɪɭɝɚ ɱɚɫɬɢɧɚ ɞɚɽ ɱɢɫɬɢɣ ɩɪɢɛɭɬɨɤ ɡɚ ɿ-ɣ ɪɿɤ:
)x1)(x1(cg)x1(cgp 1ii1iiii  E  ,   (2) 
ɞɟ s – ɜɚɪɬɿɫɬɶ ɜɢɬɪɚɬ ɧɚ 1 ɝɚ ɩɨɫɿɜɿɜ;
ɫ – ɩɪɢɛɭɬɨɤ, ɹɤɢɣ ɨɬɪɢɦɭɽɦɨ ɡ ɨɞɧɨɝɨ ɝɚ ɩɥɨɳɿ ɩɨɫɿɜɿɜ;
gi – ɩɥɨɳɚ ɩɨɫɿɜɿɜ ɜ ɿ-ɦɭ ɪɨɰɿ;
0ɯɿ1 – ɱɢɫɬɢɣ ɩɪɢɛɭɬɨɤ ɡɚ ɱɟɪɝɨɜɢɣ ɿ-ɣ ɪɿɤ (ɛɟɡ ɫɭɦɢ ɜɿɞɪɚɯɭɜɚɧɶ cgixi ɧɚ
ɪɨɡɲɢɪɟɧɧɹ ɩɨɫɿɜɧɨʀ ɩɥɨɳɿ ɜ ɧɚɫɬɭɩɧɨɦɭ (i+1)-ɦɭ ɪɨɰɿ). 
ȼɢɡɧɚɱɚɽɦɨ ɩɥɨɳɭ ɩɨɫɿɜɿɜ, ɜɪɚɯɨɜɭɸɱɢ ʀʀ ɪɨɡɲɢɪɟɧɧɹ (1) ɜ ɤɨɠɧɨɦɭ ɿ-ɦɭ (ɿ=1,2, ...,m)
ɪɨɰɿ ɿ ɱɢɫɬɢɣ ɩɪɢɛɭɬɨɤ (2) ɩɨ ɡɚɜɟɪɲɟɧɧɸ ɤɨɠɧɨɝɨ ɪɨɤɭ:
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Ɂɚɩɢɲɟɦɨ ɡɚɝɚɥɶɧɢɣ ɩɪɢɛɭɬɨɤ ɡɚ ɜɫɿ m ɪɨɤɿɜ:
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iiim,....,2,1 )x1()x1(S)x1()x1(cg)x1(cgpP    (4) 
ɇɟɨɛɯɿɞɧɨ ɡɧɚɣɬɢ ɬɚɤɿ ɧɟɜɿɞ’ɽɦɧɿ ɡɧɚɱɟɧɧɹ ɜɟɤɬɨɪɚ ɧɟɜɿɞɨɦɢɯ
mi
xX  , ɹɤɿ ɞɚɸɬɶ
ɦɚɤɫɢɦɭɦ ɮɭɧɤɰɿʀ (4). ɇɚɣɟɮɟɤɬɢɜɧɿɲɢɦ ɦɟɬɨɞɨɦ ɡɧɚɯɨɞɠɟɧɧɹ ɨɩɬɢɦɚɥɶɧɨɝɨ ɩɥɚɧɭ ɬɚɤɨʀ
ɡɚɞɚɱɿ ɽ ɞɢɧɚɦɿɱɧɟ ɩɪɨɝɪɚɦɭɜɚɧɧɹ [3]. Ɂɝɿɞɧɨ ɡ ɩɪɢɧɰɢɩɨɦ ɨɩɬɢɦɚɥɶɧɨɫɬɿ ɜ ɞɢɧɚɦɿɱɧɨɦɭ
ɩɪɨɝɪɚɦɭɜɚɧɧɿ, ɩɪɨɰɟɫ ɡɧɚɯɨɞɠɟɧɧɹ ɨɩɬɢɦɚɥɶɧɨɝɨ ɩɥɚɧɭ ɏ°, ɹɤɢɣ ɡɚɛɟɡɩɟɱɭɽ ɦɚɤɫɢɦɚɥɶɧɢɣ
ɡɚɝɚɥɶɧɢɣ ɩɪɢɛɭɬɨɤ (4), ɦɨɠɧɚ ɪɨɡɩɨɞɿɥɢɬɢ ɧɚ ɪɹɞ ɩɨɫɥɿɞɨɜɧɢɯ ɤɪɨɤɿɜ (ɟɬɚɩɿɜ) ɩɨ ɪɨɤɚɯ, ɧɚ
ɤɨɠɧɨɦɭ ɡ ɹɤɢɯ ɡɧɚɯɨɞɹɬɶ ɬɚɤ ɡɜɚɧɟ ɭɦɨɜɧɨ-ɨɩɬɢɦɚɥɶɧɟ ɭɩɪɚɜɥɿɧɧɹ ),x,x(ɏ 0 1i
0
i
o
i  , ɹɤɟ
ɡɚɛɟɡɩɟɱɭɽ ɭɦɨɜɧɢɣ ɦɚɤɫɢɦɭɦ )X(P oi ɡɚɝɚɥɶɧɨɝɨ ɩɪɢɛɭɬɤɭ ɧɚ ɿ-ɦɭ ɿ ɜɫɿɯ ɧɚɫɬɭɩɧɢɯ ɪɨɤɚɯ ɞɨ
ɤɿɧɰɹ ɪɨɡɪɚɯɭɧɤɨɜɨɝɨ ɩɟɪɿɨɞɭ ɡ m ɪɨɤɿɜ [4]. əɤɳɨ ɪɨɡɩɨɱɚɬɢ ɩɪɨɰɟɫ ɡ ɨɫɬɚɧɧɶɨɝɨ m-ɝɨ ɪɨɤɭ,
ɬɨ ɞɥɹ ɤɨɠɧɨɝɨ (m-k)-ɝɨ ɪɨɤɭ (k-ɝɨ ɤɪɨɤɭ, k=0,1,2, … ,m-1) ɦɨɠɧɚ ɡɚɩɢɫɚɬɢ ɭɦɨɜɧɢɣ
(ɥɨɤɚɥɶɧɢɣ) ɦɚɤɫɢɦɭɦ:
> @)X(Ppmax)pppppmax()X(P o 1kmkmm2km1kmkmo km          (5) 
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ɿ ɭɦɨɜɧɨ-ɨɩɬɢɦɚɥɶɧɢɣ ɩɥɚɧ:
)x,,x,x(X om
o
1km
o
km
o
km       (6) 
ɜ ɪɟɡɭɥɶɬɚɬɿ ɞɚɧɨɝɨ k-ɝɨ ɤɪɨɤɭ (ɞɥɹ (m-k)-ɝɨ ɪɨɤɭ) ɿ ɜɫɿɯ ɩɨɩɟɪɟɞɧɿɯ ɤ-1, ɤ-2 ... ɤɪɨɤɿɜ
(ɜɿɞɩɨɜɿɞɧɨ ɞɥɹ m-k+1, m-k+2,..., m-ɝɨ ɪɨɤɿɜ) ɰɶɨɝɨ ɩɪɨɰɟɫɭ ɭ ɜɿɞɩɨɜɿɞɧɨɫɬɿ ɡ ɩɪɢɧɰɢɩɨɦ
ɨɩɬɢɦɚɥɶɧɨɫɬɿ.
Ɂɚɩɢɲɟɦɨ ɭɦɨɜɧɿ ɦɚɤɫɢɦɭɦɢ ɿ ɭɦɨɜɧɨ-ɨɩɬɢɦɚɥɶɧɿ ɩɥɚɧɢ ɩɨɫɥɿɞɨɜɧɨ ɞɥɹ ɤɨɠɧɨɝɨ ɪɨɤɭ,
ɩɨɱɢɧɚɸɱɢ ɡ ɨɫɬɚɧɧɶɨɝɨ m-ɝɨ ɪɨɤɭ.
Ⱦɥɹ ɨɫɬɚɧɧɶɨɝɨ m-ɝɨ ɪɨɤɭ (0-ɣ ɤɪɨɤ):
 ,1mmm,1mm
o
5 Pmax)x1(cgmax)Ppmax()X(P    .  (7) 
Ɉɫɤɿɥɶɤɢ ɩɿɫɥɹ m-ɝɨ ɪɨɤɭ ɧɿɹɤɢɯ ɜɿɞɪɚɯɭɜɚɧɶ ɿ ɩɪɢɛɭɬɤɿɜ ɧɟ ɨɬɪɢɦɭɽɦɨ, ɬɨ ɦɚɤɫɢɦɭɦ
Pm+1=0. Ɍɨɦɭ ɞɥɹ ɡɚɛɟɡɩɟɱɟɧɧɹ ɭɦɨɜɧɨɝɨ ɦɚɤɫɢɦɭɦɭ ɩɪɢɛɭɬɤɭ ɡɚ m-ɣ ɪɿɤ ɩɨɬɪɿɛɧɨ
ɩɪɢɡɧɚɱɢɬɢ xm=0. Ɍɚɤɢɦ ɱɢɧɨɦ,
mm
o
m cgp)X(P   .      (8) 
Ⱦɥɹ (m-1)-ɝɨ ɪɨɤɭ (1-ɣ ɤɪɨɤ):
> @ > @
> @1m1m1m1m1m
m1m1m
o
m1m
o
1m
x)1(2maxcg)xx2(maxcg
cg)x1(cgmax)X(Ppmax)X(P


E E
   
.  (9) 
Ɂ (9) ɛɚɱɢɦɨ, ɳɨ ɞɥɹ ɭɦɨɜɧɨɝɨ ɦɚɤɫɢɦɭɦɭ (8) ɩɨɬɪɿɛɧɨ ɧɚɞɚɬɢ ɯm+1=1 ɭ ɜɢɩɚɞɤɭ 1!E ,
ɚ ɩɪɢ 1dE ɯm+1=0. Ɍɚɤɢɦ ɱɢɧɨɦ ɨɬɪɢɦɭɽɦɨ ɬɚɤɿ ɦɨɠɥɢɜɿ ɭɦɨɜɧɨ-ɨɩɬɢɦɚɥɶɧɿ ɭɩɪɚɜɥɿɧɧɹ ɿ
ɩɪɢɛɭɬɤɢ ɡɚ ɞɜɚ ɨɫɬɚɧɧɿɯ (m-1)-ɣ ɿ m-ɣ ɪɨɤɢ:
> @
)1(g)x1(gg
,)1(2cg)X(P);0,1()x,x(X
1m
o
1m1mm
1m
o
1m
o
m
o
1m
o
1m
E E 
E   

 , ɹɤɳɨ 1!E , (10) 
1m
o
1m1m
o
1m1mm
1m
o
1m
o
m
o
1m
o
1m
g)x1(g)x1(gg
,cg2)X(P);0,0()x,x(X


 E E 
   
, ɹɤɳɨ 1dE    .  (11) 
Ⱦɥɹ (m-2)-ɝɨ ɪɨɤɭ (2-ɣ ɤɪɨɤ) ɿ ɜɫɿɯ ɧɚɫɬɭɩɧɢɯ ɪɨɤɿɜ (ɩɨɩɟɪɟɞɧɿɯ ɤɪɨɤɿɜ) ɩɪɢ ɜɢɡɧɚɱɟɧɧɿ
ɦɨɠɥɢɜɢɯ ɭɦɨɜɧɨ-ɨɩɬɢɦɚɥɶɧɢɯ ɩɥɚɧɿɜ:
0
1
o
3m
o
2m X,,X,X 
ɿ ɭɦɨɜɧɢɯ (ɥɨɤɚɥɶɧɢɯ) ɦɚɤɫɢɦɭɦɿɜ )X(P,),X(P),X(P o1
o
3m
o
2m  ɩɨɬɪɿɛɧɨ ɜɪɚɯɨɜɭɜɚɬɢ (10) ɿ
(11). ɍɦɨɜɢ, ɩɨɞɿɛɧɿ ɞɨ (10)  ɿ (11),  ɛɭɞɭɬɶ ɿ ɧɚ ɧɚɫɬɭɩɧɢɯ ɤɪɨɤɚɯ ɩɪɨɰɟɫɭ ɞɥɹ  (m-2)-ɝɨ,
(m-3)-ɝɨ, ..., 1-ɝɨ ɪɨɤɿɜ. Ɍɨɦɭ ɜɟɫɶ ɩɪɨɰɟɫ ɭɹɜɥɹɽ ɫɨɛɨɸ ɞɟɪɟɜɨ ɦɨɠɥɢɜɢɯ ɦɚɪɲɪɭɬɿɜ ɩɨɲɭɤɭ
ɝɥɨɛɚɥɶɧɨɝɨ ɨɩɬɢɦɚɥɶɧɨɝɨ ɩɥɚɧɭ ɜ ɡɚɥɟɠɧɨɫɬɿ ɜɿɞ ɡɧɚɱɟɧɧɹ ȕ. Ɋɨɡɝɥɹɧɟɦɨ ɧɚɫɬɭɩɧɿ ɤɪɨɤɢ,
ɩɨɱɢɧɚɸɱɢ ɡ (m-2)-ɝɨ ɪɨɤɭ, ɞɥɹ ɜɢɩɚɞɤɭ (11). 
> @ > @
> @ > @.x)12(3maxcg)x1(2x1maxcg
cg2)x1(cgmax)X(Ppmax)X(P
2m2m2m2m2m
1m2m2m
o
1m2m
o
2m


E E
   
.          (12) 
ȼ ɡɚɥɟɠɧɨɫɬɿ ɜɿɞ ɡɧɚɱɟɧɧɹ ȕ ɨɬɪɢɦɭɽɦɨ ɡ (12) ɬɚɤɿ ɦɨɠɥɢɜɿ ɭɦɨɜɧɨ-ɨɩɬɢɦɚɥɶɧɿ ɩɥɚɧɢ:
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 , ɹɤɳɨ 5,0!E ,  (13) 
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g)x1(gg
cg3)X(P);0,0,0()x,x,x(X


 E 
   
,    ɹɤɳɨ 5,0dE . (14) 
Ⱦɥɹ (m-3)-ɝɨ ɪɨɤɭ (3-ɝɨ ɤɪɨɤɭ) ɿ ɜɫɿɯ ɧɚɫɬɭɩɧɢɯ ɪɨɤɿɜ (ɩɨɩɟɪɟɞɧɿɯ ɤɪɨɤɿɜ ɞɢɧɚɦɿɱɧɨɝɨ
ɩɪɨɝɪɚɦɭɜɚɧɧɹ) ɩɪɢ ɜɢɡɧɚɱɟɧɧɿ ɭɦɨɜɧɨ-ɨɩɬɢɦɚɥɶɧɢɯ ɪɿɲɟɧɶ ɩɨɬɪɿɛɧɨ ɜɪɚɯɨɜɭɜɚɬɢ (13) ɿ
(14). Ɋɨɡɝɥɹɧɟɦɨ (m-3)-ɣ (3-ɣ ɤɪɨɤ) ɿ ɜɫɿ ɧɚɫɬɭɩɧɿ ɪɨɤɢ (ɩɨɩɟɪɟɞɧɿ ɤɪɨɤɢ) ɞɥɹ ɜɢɩɚɞɤɭ (14): 
> @ > @
> @ > @.x)13(4maxcg)x1(3x1maxcg
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3m3m3m33m
2m33m
o
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3m
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
E E
   
 (15) 
ȼ ɡɚɥɟɠɧɨɫɬɿ ɜɿɞ ɡɧɚɱɟɧɧɹ ȕ ɨɬɪɢɦɭɽɦɨ ɡ (15) ɬɚɤɿ ɦɨɠɥɢɜɿ ɭɦɨɜɧɨ-ɨɩɬɢɦɚɥɶɧɿ ɩɥɚɧɢ:
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, ɹɤɳɨ
3
1dE .  (17) 
əɤɳɨ ɞɥɹ ɤɨɠɧɨɝɨ ɡ ɧɚɫɬɭɩɧɢɯ ɪɨɤɿɜ ɩɿɫɥɹ (m-k)-ɝɨ ɪɨɤɭ (m-k+1, m-k+2, … , m-1, m)
ɜɢɤɨɧɭɸɬɶɫɹ ɭɦɨɜɢ, ɩɨɞɿɛɧɿ ɞɨ (11), (14), (17), ɩɪɢ ɹɤɢɯ ɩɨɫɿɜɧɚ ɩɥɨɳɚ ɩɪɨɬɹɝɨɦ ɰɢɯ ɪɨɤɿɜ
ɧɟ ɪɨɡɲɢɪɸɽɬɶɫɹ, ɬɨɛɬɨ
0X,,)0,,0(X),0,,0(X),0,,0(X,gggg om
o
2im
o
1im
o
im1m2i1i           ,
ɬɨ ɨɬɪɢɦɭɽɦɨ ɬɚɤɿ ɭɦɨɜɧɨ-ɨɩɬɢɦɚɥɶɧɿ ɪɿɲɟɧɧɹ:
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Ƚɥɨɛɚɥɶɧɢɣ ɨɩɬɢɦɚɥɶɧɢɣ ɩɥɚɧ ɨɬɪɢɦɭɽɦɨ ɞɥɹ m-(m-1)=1-ɝɨ ɪɨɤɭ (m-ɝɨ ɤɪɨɤɭ). əɤɳɨ
ɩɿɫɥɹ 1-ɝɨ ɪɨɤɭ ɧɚ ɜɫɿɯ ɧɚɫɬɭɩɧɢɯ ɪɨɤɚɯ ɜɢɤɨɧɭɸɬɶɫɹ ɭɦɨɜɢ, ɩɨɞɿɛɧɿ ɞɨ (11), (14), (17), (19), 
ɬɨ ɨɬɪɢɦɭɽɦɨ ɧɚɫɬɭɩɧɟ ɝɥɨɛɚɥɶɧɟ ɨɩɬɢɦɚɥɶɧɟ ɪɿɲɟɧɧɹ:
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Ⱥɧɚɥɿɡ ɮɨɪɦɭɥ (7)-(21) ɩɨɤɚɡɭɽ, ɳɨ ɜ ɡɚɥɟɠɧɨɫɬɿ ɜɿɞ ɡɧɚɱɟɧɧɹ ȕ ɦɨɠɥɢɜɿ ɞɜɚ ɤɪɚɣɧɿɯ
ɜɢɩɚɞɤɢ. ɍ ɩɟɪɲɨɦɭ ɡ ɧɢɯ, ɹɤɢɣ ɧɚɦɢ ɪɨɡɝɥɹɧɭɬɨ ɡ ɩɨɱɚɬɤɭ ɞɨ ɤɿɧɰɹ, ɜɢɤɨɧɭɽɬɶɫɹ ɭɦɨɜɚ (21) 
ɚ ɡɧɚɱɢɬɶ ɿ ɭɦɨɜɢ (11), (14), (17), (19), ɬɨɦɭ ɧɿɹɤɢɯ ɜɿɞɪɚɯɭɜɚɧɶ ɧɚ ɪɨɡɲɢɪɟɧɧɹ ɩɥɨɳɿ ɩɨɫɿɜɿɜ
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ɧɟ ɡɞɿɣɫɧɸɽɬɶɫɹ ɿ ɝɥɨɛɚɥɶɧɢɣ ɦɚɤɫɢɦɭɦ ɩɪɢɛɭɬɤɭ ɡɚ m ɪɨɤɿɜ ɜɿɞ ɧɟɡɦɿɧɧɨʀ ɩɨɫɿɜɧɨʀ ɩɥɨɳɿ g1
ɫɬɚɧɨɜɢɬɶ:
m,2,1i,
s
Sgg),0,,0(X,mS)X(P 1i
o
1
o
1      E .
ɍ ɞɪɭɝɨɦɭ ɤɪɚɣɧɶɨɦɭ ɜɢɩɚɞɤɭ ɜɢɤɨɧɭɽɬɶɫɹ ɭɦɨɜɚ (10), ɚ ɡɧɚɱɢɬɶ ɿ ɭɦɨɜɢ (13), (16), (18), 
(20). Ɋɨɡɝɥɹɧɟɦɨ ɰɟɣ ɜɢɩɚɞɨɤ, ɩɨɱɢɧɚɸɱɢ ɡ ɩɟɪɲɨɝɨ ɤɪɨɤɭ ((m-1)-ɣ ɪɿɤ), ɞɥɹ ɹɤɨɝɨ ɦɢ
ɨɬɪɢɦɚɥɢ ɭɦɨɜɧɨ-ɨɩɬɢɦɚɥɶɧɟ ɪɿɲɟɧɧɹ (10): 
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Ⱦɥɹ (m-2)-ɝɨ ɪɨɤɭ (ɞɪɭɝɢɣ ɤɪɨɤ):
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 (22) 
Ɂɝɿɞɧɨ ɡ ɭɦɨɜɨɸ (10) ɦɚɽɦɨ ȕ>1 ɿ ɤɨɟɮɿɰɿɽɧɬ ɩɪɢ xm-2:
012 !EE ,
ɬɨɦɭ ɭɦɨɜɧɢɣ ɦɚɤɫɢɦɭɦ (22) ɧɚ (m-2)-ɦɭ ɪɨɰɿ ɞɨɫɹɝɚɽɬɶɫɹ ɩɪɢ xm-2 =1 
> @ )1(gg,)1(cg)1(2cg)X(P 2m1m22m22mo 2m E E EEE  .  (23) 
Ⱦɥɹ  (m-3)-ɝɨ ɪɨɤɭ (ɬɪɟɬɿɣ ɤɪɨɤ):
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Ɂɝɿɞɧɨ ɭɦɨɜɢ (10) ȕ>1, ɬɨɦɭ ɭɦɨɜɧɢɣ ɦɚɤɫɢɦɭɦ ɧɚ 3-ɦɭ ɪɨɰɿ ɞɨɫɹɝɚɽɬɶɫɹ ɩɪɢ xm-3=1:
> @
).1(gg
)1(cg)1(1)1(1cg)X(P
3m2m
3
3m
22
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0
3m
E 
E EEE 

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Ⱥɧɚɥɨɝɿɱɧɨ ɦɨɠɧɚ ɩɨɤɚɡɚɬɢ, ɳɨ ɞɥɹ ɛɭɞɶ-ɹɤɨɝɨ k-ɝɨ ɤɪɨɤɭ ((m-k)-ɝɨ ɪɨɤɭ) ɤɨɟɮɿɰɿɽɧɬ
ɩɪɢ ɧɟɜɿɞɨɦɿɣ xm-k ɡɚɜɠɞɢ ɛɭɞɟ ɧɟɜɿɞ’ɽɦɧɢɦ, ɹɤɳɨ ɜɢɤɨɧɭɽɬɶɫɹ ɭɦɨɜɚ (10), ɚ ɭɦɨɜɧɨ-
ɨɩɬɢɦɚɥɶɧɢɦɢ ɪɿɲɟɧɧɹɦɢ ɽ:
)1(gg,)1(g)X(P),0,1,,1,1(X km1km
k
kmkm
o
km E E     . (26) 
Ƚɥɨɛɚɥɶɧɢɣ ɨɩɬɢɦɚɥɶɧɢɣ ɩɥɚɧ ɡɧɚɯɨɞɢɦɨ ɧɚ ɨɫɬɚɧɧɶɨɦɭ (m-1)-ɦɭ ɤɪɨɰɿ (ɩɟɪɲɨɦɭ ɪɨɰɿ
m-m+1=1):
m
12
1m1m
1
0
1
o
1 )1(gg,)1(s
S)1(g)X(P),0,1,,1,1(X E E E     (27) 
Ɍɨɛɬɨ ɞɥɹ ɝɥɨɛɚɥɶɧɨɝɨ ɦɚɤɫɢɦɭɦɭ ɩɪɢɛɭɬɤɭ ɡɚ ɜɫɿ ɩ’ɹɬɶ ɪɨɤɿɜ ɩɪɢ ȕ>1 ɩɨɬɪɿɛɧɨ
ɜɿɞɪɚɯɨɜɭɜɚɬɢ ɜ ɤɿɧɰɿ ɤɨɠɧɨɝɨ ɡ ɩɟɪɲɢɯ ɱɨɬɢɪɶɨɯ ɪɨɤɿɜ ɜɟɫɶ ɩɪɢɛɭɬɨɤ ɧɚ ɪɨɡɲɢɪɟɧɧɹ ɩɥɨɳɿ
ɩɨɫɿɜɿɜ.
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əɤɳɨ
1
1m
1 dE ,     (28) 
ɬɨ ɞɥɹ ɨɬɪɢɦɚɧɧɹ ɨɩɬɢɦɚɥɶɧɨɝɨ ɩɥɚɧɭ ɧɚ ɩɟɪɲɢɯ ɪɨɤɚɯ ɪɿɱɧɿ ɩɪɢɛɭɬɤɢ ɩɨɜɧɿɫɬɸ
ɜɿɞɪɚɯɨɜɭɸɬɶɫɹ ɧɚ ɪɨɡɲɢɪɟɧɧɹ ɩɨɫɿɜɿɜ, ɚ ɧɚ ɨɫɬɚɧɧɿɯ ɪɨɤɚɯ ɧɿɹɤɢɯ ɜɿɞɪɚɯɭɜɚɧɶ ɧɚ
ɪɨɡɲɢɪɟɧɧɹ ɩɨɫɿɜɿɜ ɧɟ ɜɢɤɨɧɭɸɬɶ. Ɂ ɹɤɨɝɨ ɪɨɤɭ ɩɪɢɩɢɧɹɬɢ ɜɿɞɪɚɯɭɜɚɧɧɹ ɩɪɢɛɭɬɤɭ ɦɨɠɧɚ
ɜɢɡɧɚɱɢɬɢ ɡɚ ɞɨɩɨɦɨɝɨɸ ɭɦɨɜ (11), (14), (17), (19), (21). 
Ɇɨɠɥɢɜɿ ɪɨɡɝɚɥɭɠɟɧɧɹ ɞɥɹ ɩɨɲɭɤɭ ɨɩɬɢɦɚɥɶɧɨɝɨ ɩɥɚɧɭ ɞɚɧɨʀ ɡɚɞɚɱɿ ɧɚɜɟɞɟɧɨ ɜ
ɬɚɛɥ. 1. 
Ɍɚɛɥɢɰɹ 1 
Ɂɧɚɱɟɧɧɹ ȕ ɯ1 x2 xm-k-1 xm-k xm-k+1 xm-3 xm-2 xm-1 xm
ȕ>1 1 1 - 1 1 1 - 1 1 1 0 
1ȕ>0,5 1 1 - 1 1 1 - 1 1 0 0 
0,5ȕ>1/3 1 1 - 1 1 1 - 1 0 0 0 
 - - -  -  - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - 
1/(k-1)ȕ>1/k 1 1 - 1 1 0 - 0 0 0 0 
- - - - -  - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - 
1/(m-2)ȕ>1/(m-1) 1 1 - 0 0 0 - 0 0 0 0 
1/mȕ>1/(m-1) 1 0 - 0 0 0 - 0 0 0 0 
ȕ1/(m-1) 0 0 - 0 0 0 - 0 0 0 0 
Ɋɨɡɝɥɹɧɟɦɨ ɪɨɡɪɚɯɭɧɤɢ ɨɩɬɢɦɚɥɶɧɨɝɨ ɩɥɚɧɭ ɡɚ ɭɦɨɜɨɸ (27), ɧɚɩɪɢɤɥɚɞ ɞɥɹ (m-k)-ɝɨ
ɪɨɤɭ:
mk1,
k
1
1k
1 d!Et       (29) 
ɍ ɰɶɨɦɭ ɜɢɩɚɞɤɭ ɭɦɨɜɧɨ-ɨɩɬɢɦɚɥɶɧɢɣ ɩɥɚɧ ɞɥɹ (m-k)-ɝɨ ɪɨɤɭ ɡɧɚɯɨɞɢɦɨ ɡɚ ɞɨɩɨɦɨɝɨɸ
(18):  
.g...g)1(g)x1(gg
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   .(30) 
Ⱦɥɹ k-ɝɨ ɿ ɜɫɿɯ ɩɨɩɟɪɟɞɧɿɯ m-(k+1), m-(k+2), …, m-(k+l),…,1 ɪɨɤɿɜ xm-k-l =1, ɚ ɞɥɹ ɜɫɿɯ
ɧɚɫɬɭɩɧɢɯ ɪɨɤɿɜ m-(k-1), m-(k-2),…, m-(k-r), …, m ɩɿɫɥɹ k-ɝɨ ɪɨɤɭ xm-k+r =0. Ɍɨɦɭ ɜɿɞɩɨɜɿɞɧɨ ɡ
(18) ɝɥɨɛɚɥɶɧɢɣ ɦɚɤɫɢɦɭɦ ɦɨɠɧɚ ɡɚɩɢɫɚɬɢ ɬɚɤ:
.)1(
s
S)1(g)1(gggg
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
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  (31) 
Ɍɚɤɢɦ ɱɢɧɨɦ ɩɨɫɥɿɞɨɜɧɨ ɜɢɤɨɧɭɸɱɢ ɨɛɱɢɫɥɟɧɧɹ ɩɨ ɭɡɚɝɚɥɶɧɟɧɢɯ ɮɨɪɦɭɥɚɯ (7)-(31) 
ɞɥɹ ɛɭɞɶ ɹɤɢɯ ɡɧɚɱɟɧɶ ɡɚɞɚɧɢɯ ɩɚɪɚɦɟɬɪɿɜ ɡɚɞɚɱɿ ɡɧɚɯɨɞɢɦɨ ɜ ɡɚɝɚɥɶɧɨɦɭ ɜɢɝɥɹɞɿ ɝɥɨɛɚɥɶɧɢɣ
ɨɩɬɢɦɚɥɶɧɢɣ ɩɥɚɧ ɜɿɞɪɚɯɭɜɚɧɶ ɳɨɪɿɱɧɢɯ ɩɪɢɛɭɬɤɿɜ ɧɚ ɪɨɡɲɢɪɟɧɧɹ ɩɥɨɳɿ ɩɨɫɿɜɿɜ,
ɨɩɬɢɦɚɥɶɧɿ ɩɥɨɳɿ ɩɨɫɿɜɿɜ ɧɚ ɤɨɠɟɧ ɪɿɤ ɿ ɦɚɤɫɢɦɚɥɶɧɨ ɦɨɠɥɢɜɢɣ ɡɚɝɚɥɶɧɢɣ ɱɢɫɬɢɣ ɩɪɢɛɭɬɨɤ,
ɹɤɢɣ ɦɨɠɧɚ ɨɬɪɢɦɚɬɢ ɡɚ ɡɚɞɚɧɭ ɤɿɥɶɤɿɫɬɶ ɪɨɤɿɜ. Ⱥɥɟ ɞɥɹ ɛɭɞɶ-ɹɤɢɯ ɡɚɞɚɧɢɯ ɤɨɧɤɪɟɬɧɢɯ
ɱɢɫɥɨɜɢɯ ɡɧɚɱɟɧɶ ɩɚɪɚɦɟɬɪɿɜ m, s, c ɧɟ ɬɪɟɛɚ ɜɢɤɨɧɭɜɚɬɢ ɜɟɫɶ ɚɥɝɨɪɢɬɦ ɞɢɧɚɦɿɱɧɨɝɨ
ɩɪɨɝɪɚɦɭɜɚɧɧɹ, ɬɨɦɭ ɳɨ ɡɚ ɞɨɩɨɦɨɝɨɸ ɬɚɛɥ. 1 ɿ ɜɢɪɚɡɭ (31) ɦɨɠɧɚ ɜɿɞɪɚɡɭ ɡɧɚɣɬɢ ɡɧɚɱɟɧɧɹ
k°, ɨɩɬɢɦɚɥɶɧɢɣ ɩɥɚɧ ɜɿɞɪɚɯɭɜɚɧɶ oX ɿ ɦɚɤɫɢɦɚɥɶɧɨ-ɦɨɠɥɢɜɢɣ ɡɚɝɚɥɶɧɢɣ ɩɪɢɛɭɬɨɤ ɡɚ ɜɫɿ
ɪɨɤɢ.
ɇɚɜɟɞɟɦɨ ɩɪɢɤɥɚɞ [5] ɡɧɚɯɨɞɠɟɧɧɹ ɨɩɬɢɦɚɥɶɧɨɝɨ ɩɥɚɧɭ ɞɥɹ ɡɚɞɚɧɢɯ ɱɢɫɥɨɜɢɯ
ɡɧɚɱɟɧɶ ɩɚɪɚɦɟɬɪɿɜ ɡɚɞɚɱɿ m=5, s=10, c=4. Ɉɛɱɢɫɥɢɜɲɢ ɡɧɚɱɟɧɧɹ ȕ:
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ɡɧɚɯɨɞɢɦɨ ɩɨ ɬɚɛɥ. 1 ɡɧɚɱɟɧɧɹ k=3, ɨɩɬɢɦɚɥɶɧɿ ɡɧɚɱɟɧɧɹ ɜɟɤɬɨɪɚ ɱɚɫɬɢɧ ɜɿɞɪɚɯɭɜɚɧɶ ɯɿ
ɳɨɪɿɱɧɢɯ ɩɪɢɛɭɬɤɿɜ:   )0,0,0,1,1(x,x,x,x,xX 05o4o3o2o10   ,    (33) 
ɿ ɨɩɬɢɦɚɥɶɧɿ ɩɥɨɳɿ ɩɨɫɿɜɿɜ ɧɚ ɤɨɠɟɧ ɪɿɤ:
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ɹɤɿ ɡɚɛɟɡɩɟɱɭɸɬɶ ɦɚɤɫɢɦɚɥɶɧɢɣ ɡɚɝɚɥɶɧɢɣ ɩɪɢɛɭɬɨɤ ɡɚ ɜɫɿ 5 ɪɨɤɿɜ, ɨɛɱɢɫɥɟɧɢɣ ɡɝɿɞɧɨ (31): 
S352,2)1(S)1k()X(P
okm0o
1  EE  ,    (34) 
Ⱦɥɹ ɡɚɛɟɡɩɟɱɟɧɧɹ ɦɚɤɫɢɦɚɥɶɧɨɝɨ ɩɪɢɛɭɬɤɭ ɜ ɪɨɡɦɿɪɿ 2,352 S ɜ ɰɶɨɦɭ ɩɪɢɤɥɚɞɿ ɩɨɬɪɿɛɧɨ
ɜ ɤɿɧɰɿ ɩɟɪɲɨɝɨ ɿ ɞɪɭɝɨɝɨ ɪɨɤɿɜ ɩɪɢɛɭɬɤɢ ɡɚ ɪɿɤ ɩɨɜɧɿɫɬɸ ɜɤɥɚɞɚɬɢ ɭ ɪɨɡɲɢɪɟɧɧɹ ɩɨɫɿɜɿɜ
(ɯ1=1, ɯ2=1) ɧɚ ɧɚɫɬɭɩɧɿ ɪɨɤɢ, ɚ ɜ ɤɿɧɰɿ ɤɨɠɧɨɝɨ ɡ ɧɚɫɬɭɩɧɢɯ ɪɨɤɿɜ (3-ɝɨ, 4-ɝɨ, 5-ɝɨ) ɤɨɲɬɢ ɜɿɞ
ɩɪɢɛɭɬɤɿɜ ɡɚ ɤɨɠɟɧ ɡ ɰɢɯ ɪɨɤɿɜ ɧɟ ɩɨɬɪɿɛɧɨ ɜɤɥɚɞɚɬɢ ɧɿɹɤɢɯ ɤɨɲɬɿɜ ɜ ɪɨɡɲɢɪɟɧɧɹ ɩɨɫɿɜɿɜ
(ɯ3=ɯ4=ɯ5=0). Ɍɚɤɟ ɠ ɡɧɚɱɟɧɧɹ (34) ɦɢ ɨɬɪɢɦɚɽɦɨ, ɹɤɳɨ ɫɤɨɪɢɫɬɚɬɢɫɶ (4): 
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ɉɿɞɫɬɚɜɢɜɲɢ ɜ (34) ɡɧɚɱɟɧɧɹ ɨɩɬɢɦɚɥɶɧɨɝɨ ɩɥɚɧɭ (32) ɿ ȕ=0,4 ɨɬɪɢɦɭɽɦɨ (33). 
əɤɳɨ ɡɚɞɚɧɟ ɡɧɚɱɟɧɧɹ ȕ, ɬɨ ɨɩɬɢɦɚɥɶɧɢɣ ɩɥɚɧ oX ɦɨɠɧɚ ɡɧɚɣɬɢ ɿ ɛɟɡ ɬɚɛɥ. 1. 
Ɂ (29) ɡɧɚɯɨɞɢɦɨ:
EdE
11k1 ɨ ,       (36) 
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1        . Ⱦɥɹ ɧɚɜɟɞɟɧɨɝɨ
ɩɪɢɤɥɚɞɭ (32) ɦɚɽɦɨ:
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k° =3, ɬɨɦɭ ɳɨ k° ɦɨɠɟ ɛɭɬɢ ɬɿɥɶɤɢ ɰɿɥɢɦ ɱɢɫɥɨɦ, ɨɩɬɢɦɚɥɶɧɢɣ ɩɥɚɧ (33) ɿ
ɦɚɤɫɢɦɚɥɶɧɢɣ ɩɪɢɛɭɬɨɤ (34).
Ⱦɥɹ ɨɩɟɪɚɬɢɜɧɨɝɨ ɨɰɿɧɸɜɚɧɧɹ ɜɩɥɢɜɭ ɨɫɧɨɜɧɢɯ ɩɚɪɚɦɟɬɪɿɜ ɡɚɞɚɱɿ ɧɚ ɨɩɬɢɦɚɥɶɧɢɣ
ɩɥɚɧ ɫɥɿɞ ɫɤɨɪɢɫɬɚɬɢɫɶ ɟɥɟɤɬɪɨɧɧɨɸ ɬɚɛɥɢɰɟɸ Excel, ɪɨɡɪɚɯɭɧɤɨɜɢɣ ɚɪɤɭɲ ɹɤɨʀ ɧɚɜɟɞɟɧɨ ɜ
ɬɚɛɥ.2 ɞɥɹ ɡɧɚɱɟɧɶ ɩɚɪɚɦɟɬɪɿɜ ɧɚɜɟɞɟɧɢɯ ɭ ɪɨɡɝɥɹɧɭɬɨɦɭ ɩɪɢɤɥɚɞɿ.
Ɍɚɛɥɢɰɹ 2 
ɫ= 4 s= 10 S= 10000 ȕ= 0.4 m= 5
 1/(k-1) 0.5 1/k= 0.333 k= 3 
X° x°(1)= 1 x°(2)= 1 x°(3)= 1 x°(4)= 0 x°(5)= 0 
G° g°(1)= 1000 g°(2)= 1400 g°(3)= 1960 g°(4)= 2744 g°(5)= 2744 
Pmax= 23520          
ȼ ɬɚɛɥ. 3 ɧɚɜɟɞɟɧɿ ɪɨɡɪɚɯɭɧɤɢ ɨɩɬɢɦɚɥɶɧɢɯ ɩɥɚɧɿɜ ɞɥɹ ɞɚɧɨɝɨ ɩɪɢɤɥɚɞɭ ɩɪɢ ɡɦɿɧɿ
ɡɧɚɱɟɧɧɹ ȕ ɜɿɞ 0,1 ɞɨ 1,2 ɿ ɧɟɡɦɿɧɧɢɯ ɡɧɚɱɟɧɧɹɯ m=5, S=10000.
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Ɍɚɛɥɢɰɹ 3 
ȕ k X° G° Pmax
0,1 5 0, 0, 0, 0, 0 1000,1000,1000,1000,1000 5000 
0,2 5 0, 0, 0, 0, 0 1000,1000,1000,1000,1000 10000 
0,3 5 0, 0, 0, 0, 0 1000,1000,1000,1000.1000 15000 
0,4 3 1, 1, 0, 0, 0 1000,1400,1960,1960,1960 23520 
0,5 2 1, 1, 0, 0, 0 1000,1500,2250,3375,3375 33750 
0,6 2 1, 1, 1, 0, 0 1000,1600,2560,4096,4096 49152 
0,7 2 1, 1, 1, 0, 0 1000,1700,2890,4913,4913 68782 
0,8 2 1, 1, 1, 0, 0 1000,1800,3240,5832,5832 93312 
0,9 2 1, 1, 1, 0, 0 1000,1900,3610,6859,6859 123462 
1 2 1, 1, 1, 0, 0 1000, 2000,4000,8000,8000 160000 
1,2 1 1, 1, 1, 1, 0 1000,2200,4840, 10648, 10648 281107 
ȼɢɫɧɨɜɤɢ
ɇɚɜɟɞɟɧɚ ɭ ɞɚɧɿɣ ɪɨɛɨɬɿ ɭɡɚɝɚɥɶɧɟɧɚ ɦɨɞɟɥɶ ɡɚɞɚɱɿ ɞɚɽ ɦɨɠɥɢɜɿɫɬɶ ɲɜɢɞɤɨ ɡɧɚɯɨɞɢɬɢ
ɨɩɬɢɦɚɥɶɧɿ ɩɥɚɧɢ ɩɟɪɿɨɞɢɱɧɢɯ ɜɿɞɪɚɯɭɜɚɧɶ ɩɪɢɛɭɬɤɭ, ɤɨɪɢɫɬɭɸɱɢɫɶ ɩɪɨɫɬɢɦɢ
ɫɩɿɜɜɿɞɧɨɲɟɧɧɹɦɢ ɦɿɠ ɨɫɧɨɜɧɢɦɢ ɩɚɪɚɦɟɬɪɚɦɢ, ɧɟ ɜɞɚɸɱɢɫɶ ɞɨ ɝɪɨɦɿɡɞɤɨɝɨ ɿ ɞɨɫɢɬɶ
ɫɤɥɚɞɧɨɝɨ ɞɢɧɚɦɿɱɧɨɝɨ ɩɪɨɝɪɚɦɭɜɚɧɧɹ. ɐɟ ɞɨɡɜɨɥɹɽ ɨɩɟɪɚɬɢɜɧɨ ɜɢɤɨɧɭɜɚɬɢ ɚɧɚɥɿɡ ɡɚɞɚɱɿ ɿ
ɩɪɢɣɦɚɬɢ ɧɚɭɤɨɜɨ ɨɛʉɪɭɧɬɨɜɚɧɿ ɩɥɚɧɢ ɿɧɜɟɫɬɭɜɚɧɧɹ ɪɨɡɜɢɬɤɭ ɩɿɞɩɪɢɽɦɫɬɜ. Ⱦɚɧɚ ɦɟɬɨɞɢɤɚ
ɩɨɲɭɤɭ ɨɩɬɢɦɚɥɶɧɢɯ ɪɿɲɟɧɶ ɦɨɠɟ ɛɭɬɢ ɩɨɲɢɪɟɧɚ ɿ ɧɚ ɛɿɥɶɲ ɫɤɥɚɞɧɿ ɩɨɞɿɛɧɿ ɡɚɞɚɱɿ, ɭ ɹɤɢɯ
ɞɟɹɤɿ ɩɚɪɚɦɟɬɪɢ ɦɨɠɭɬɶ ɡɦɿɧɸɜɚɬɢɫɹ ɡ ɤɨɠɧɢɦ ɪɨɤɨɦ ɬɚ ɡɚɞɚɱɿ, ɭ ɹɤɢɯ ɩɨɬɪɿɛɧɨ ɡɧɚɯɨɞɢɬɢ
ɨɩɬɢɦɚɥɶɧɿ ɩɥɚɧɢ ɪɨɡɜɢɬɤɭ ɞɟɤɿɥɶɤɨɯ ɩɿɞɩɪɢɽɦɫɬɜ.
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GENERALIZED MODEL FOR OPTIMAL PLANNING OF INCOME
DURING PRODUCTION EXTENSION
Ⱥ.P. RUDENKO, Cand. Scie. Tech., Yu.E. MEGEL, Dr. Scie. Tech. 
I.V. DANILKO, assistant, A.ȱ. RYBALKA, Cand. Scie. Phys.-mathem. 
Given mathematical model generate optimum plan for the periodic pays from the income, 
using simple ratios of main parameters. This can be done without bulky and complex dynamic 
programming. It allows executions of fast analyze tasks and making scientifically grounded plans of 
investment in production developments. Given method can be applied for similar tasks of greater 
complexity, where some parameters can vary each year or it can be used for many production sites 
at once. 
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